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Ediţia a XVIII-a
Problema 1.

Se consideră [image: image2.png]


 numere raționale cu suma pătratelor egală cu [image: image4.png]


. Asupra numerelor se aplică repetat următoarea transformare pâna când rămâne un singur număr:

Se aleg două dintre numere[image: image6.png]


,[image: image8.png]


 și se înlocuiesc cu numărul [image: image10.png]LIk




Știind că se poate ajunge în final la numărul 8, determinați numerele inițiale.

Problema 2.

Pentru un patrulater convex [image: image12.png]ABCD



 cu [image: image14.png]BC # AD



 demonstrați echivalența afirmațiilor:

1. [image: image16.png]ABCD



 este trapez isoscel cu bazele [image: image18.png]


 și [image: image20.png]


.
2. Există [image: image22.png]M,P € (AB)



 și [image: image24.png]N,Q € (CD)



 astfel încât segmentele [image: image26.png][MN]



 și [image: image28.png][PQ]



 au lungimi diferite și fiecare dintre ele împart patrulaterul inițial în câte două patrulatere care au aceeași arie și același perimetru. 
Problema 3.

Pentru orice număr natural [image: image30.png]


definim mulțimea:
[image: image31.png]P, = 1x € N | x se poate scrie ca suma de k patrate perfecte nenule pentru orice k = nj




a. Arătați că dacă [image: image33.png]x € B,



 , atunci [image: image35.png]25x € Py,



. 
b. Determinați un element al mulțimii [image: image37.png]P201s.




Problema 4.

La Concursul “Octav Onicescu”, într-o sală, sunt 39 de concurenți cu vârstele [image: image39.png]V1, V2, V3, s Vag



 cuprinse între [image: image41.png]14



 și [image: image43.png]18



 de ani (inclusiv) și un profesor asistent. 

Dintre toate submulțimile nevide ale mulțimii celor prezenți în sală, există una singură pentru care suma vârstelor este divizibilă cu [image: image45.png]40.



Aceasta conține profesorul și cel puțin un elev.

a. Arătați că numerele [image: image47.png]v; vy H V2 v U2 Vg e VU Vg



 dau resturi distincte la împărțirea cu 4[image: image49.png]


.
b. Determinați vârstele elevilor și profesorului.
TIMP DE LUCRU: 4 ORE. 

PUNCTAJ: 20 de puncte pentru fiecare problemă. 
Se acordă 20 de puncte din oficiu.

