COLEGIUL NATIONAL “A.T. LAURIAN” BOTOSANI
15 noiembrie 2025

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“OCTAV ONICESCU”
Ediria a XXVI-a

Solufii

Problema 1.

a) Presupunem prin absurd ca p nu se divide cum

Aplicam teorema Tmpartirii cu rest
p=cm+rcud<r<m

Folosim de c ori faptul ca pentru xsiy €A cu y>xavem y—x € A :
p—m=(c—1)m+reA—- .. >p—-c m=r€A
ceea ce contrazice minimalitated lUui 710 c.cuveveniieieininininiiiiiiienenerernrisnssnenenes 7p

Observatie : Dacd am avea ¢ = 1, cum r = 0 ar rezulta cd de fapt p = m (fals) si demonstratia ne
spune ca 2m,3m, ...,cm € A.

Suntem siguri cd 2m € A si folosind faptulca xsiy € A cu y > xavem y + x € A putem
demonstra prim inductie ca A este multimea tuturor multiplilor nenuli ai lui m

A={M,2M,3M,41M, ... ettt cieiececacaesessesascnsasnsnsesesesesnsnsans 8p

b) m are exact 40 de multipli strict pozititvi mai mici ca 2025. Rezulta :

0 < 2025 < 41 2025 <m < 2025
- . _ — —_—
40-m < 41'm 1 ms=—5

50— 22 <504 50
_25 5 _
g -ms 200 ™

Concluzia este ca

A={50k|k>0,natural} ..................cccoiiiiiiiiiii e 5p
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Problema 2.

AB

a) Dacid @ este tangent dreptei AB in M rezulti AT = AM = % iar BS = BM = -

BZ

Deci AT? + BS? = AT ...................................................................................

Daci @ este secant dreptei AB notam cu P al doilea punct de intersectie dintre cerc si AB.

Puterile punctelor A si B fata de cerc sunt:
AT? = AM - AP si BS? = BM - BP si rezulta

2
AT2+BSZ=ATB-AP+ATB-BP=A%.

2
Deci AT? + BS? = A% I COMSEANE ..o e e e e,

O solutie alternativa foloseste formula medianei OM = r in triunghiul OAB.

’2 = 2(0A%2+0B?)-AB?
- 4

Dar 0A% + OB? = AT? + BS? + 2r? si inlocuind in relatia anterioard obtinem AT? + BS? =

b) (AT + BS)® + (AT — BS)* = 2(AT? + BS*) = AB?

Deducem (AT + BS)? < AB? adicA AT + BS S AB.......cccooooiveiiiaiieaieeen

Egalitatea AT + BS = AB are loc doar daca
AT = BS © AO = BO & 0 € mediatoarei segmentului [AB] &

cercul este tangent la ABIN M. ...

AB?

........ 5p
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Problema 3.

a) \/§+\/§ = Jx+ypentrux,y = 0 cuegalitate dacax = 0sauy =0

VX Jxg + 4 a2 g+ xp + 4 X pentruxg, Xp, ., Xy
> 0 cu egalitate daca cel putin n — 1 numere sunt nule

In particular
\/al—ao + \/az—al + -+ \/an—an_1 > \/a1—a0 + a,—aq + -+ a,—a,_1

\/al_ao + \/az_al + -4 \/an_an_l > \/an—ao

Yt e N L B R e v PO O s S5p
Egalitatea : Sa presupunem ca toate numerele din S cu exceptia celui de pe pozitia i adica
,/a,-—a,-_lsunt nule. Atunci avem 0 = Qg =aq = =0aj—q §i a, =0aj1 =" =a, = 1.

Egalitatea se obtine cand toate numerele de la primul termen pana la un anumit termen sunt 0 si
apoi toate numerele care Urmeaza SUNt 1.........ooiitiitiiiiiiitiit it ereeeaennes 5p

b) Folosim inegalitatea medie patratica
(x1+ x5+ +x,)% < n(xf + x5+ +x2)
Pentru x; = \/a;—a;_, inegalitatea devine

S2<n(a;—ag+a;—a; + -+ a,—ap_1) =N >SS < VMoo 5P
Egalitatea :
Se obtine atunci cand x; = x, = -+ = x,, da rasta inseamna ca

\/a1—ao = \/az—a1 == AnT0n

al_ao = az_al = e = an_an_l =r

Dara;—ag+a,—a; +--+ap—ap_y =n-r
apn—Qg =n-7
1=n-r

1
r=-—
n

Si pentru oricare i avem

a;=a;—0=a;—aqy=a,—ag+a,—a; +---+a;—a;_1=i'r
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Problema 4.

a)

DCB = ECA(= 60° — ACD), Dar DC = EC si BC = AC deci triunghiurile DCB si ECA
sunt congruente.

Deducem BDC = AECSIEA =DB = 1. ..ot 5p
Aplicdm Teorema sinusurilor in triunghiul AED :

ED EA
= =
sinEAD sin30°

SnEAD = =2=22>1 = sinEAD = 1 (adica FAD = 90°)5iDC =2......... 5p

Tn triunghiul DEA, AED = 180° — (30° + 90°) = 60° si AD = /3 = AEC = 120° =

BDC = 120° = BDE = 180° si punctele B, D, E sunt coliniare ! ........................... 5p
b) Tntriunghiul ADC AC> = AD? +DC?*=3+4+4=7 =2BC=~7.....c.....ccceeeeiiiinn, 5p



